Examen — Chalnes de Markov 921 octobre 2026

Durée : 3 heures. Les notes de cours (polycopiés ou notes manuscriptes) sont autorisées. Sont
interdits : livres, calculatrices, téléphones, ordinateurs ou objets apparentés. Toutes les réponses
dotvent étre justifiées ; la rédaction sera prise en compte. On pourra admettre un résultat d’une
question précédente si nécessaire.

Onnote N = {0,1,2,...} et N* = {1,2,...}. On rappelle qu'une variable aléatoire V' a valeurs
dans N suit :
e une loi de Poisson de parametre A > 0 (notation : V' ~ Poi()\)) si

e—)\ k

k!
e une loi géométrique de parametre p € (0,1) (notation : V' ~ Geom(p)) si

P[V =k] =p(1—p)* pour tout k > 0.

P[V = k] =

pour tout k£ > 0,

On cherche & modéliser et étudier Pexpérience aléatoire suivante. Etant donnée une file
d’attente qui commence avec X, = 0 personnes dedans, a chaque instant n > 1, un nombre
P, ~ Poi(A) d’individus vient s’ajouter a la file d’attente. Chaque individu m reste dans la file
d’attente un temps géométrique G,,,, puis quitte la file (donc, si m rentre au temps n, il reste
dans la file entre les temps n et n + G,,, inclus). On souhaite comprendre combien d’individus
sont au temps n > 1 dans la file d’attente. La premiere partie du probleme construit une chaine
de Markov (M,,, k,, ), qui correspond a cette expérience. Les deux parties suivantes réduisent
le probleme en considérant deux autres chaines de Markov (7)), €t (X,,),en qui sont des
images de (M,,, k,,) pen-

n’’n

1. LA CHAINE MICROSCOPIQUE

Dans tout le probleme, on fixe une suite (P,),~; de variables aléatoires suivant une loi de
Poisson Poi(\), et une famille doublement infinie (Gn,m>n21,m21 de variables aléatoires suivant
une loi géométrique Geom(p). Les parametres A et p sont fixés, et toutes ces variables sont
supposées indépendantes. Soit 9t 'ensemble des paires (M, k) avec M suite finie de paires
d’entiers positifs, k entier positif, et les conditions suivantes :

M= {(((mqy,ty),...,(m,, 1)), k) [r>0, 1 <my <my <--<m, <k, etlest, >0}

Tyor

Par exemple, (((1,3),(3,0),(4,2)),4) est un élément de .

(1) Vérifier que 9t est bien un ensemble dénombrable. Ainsi, on pourra considérer des
chaines de Markov a valeurs dans 901.

Pour décrire I’évolution de la file d’attente, on stocke a chaque temps n :

e I'ensemble M, des paires (m,,t;) formées par les numéros m, des individus dans la file,

et les temps ¢, qu’il leur reste a passer dans cette file.
e le numéro k,, du dernier individu rentré dans la file d’attente.

Au temps n = 0, il n’y a personne dans la file : M, = () est la suite vide, et par convention

ko =0.Si (M,,k,) est connu, alors on construit (M, 4, k,,,,) comme suit :

e Si M, = ((my,ty),...,(m,,t,)), on retire de la file tous les individus m, tels que ¢, = 0,
et on garde les autres individus m; en diminuant d’une unité les temps ¢; correspondant.

Autrement dit, le début de la suite M, ; est constitué de

M;, = ((my,,t; — 1), (m

Joti, — 1)), avec j; < - < j, indices tels que ¢; > 1.



e De nouveaux individus k,, +1, ..., k, + P, ; viennent rejoindre la file d’attente. Chaque
nouvel individu m se voit attribuer un temps de passage G, 1 ,,- Ainsi,

Mn+l = M:; : ((kn + 1v Gn+l,kn+1)7 L) (kn + PTH'l’ CTY”"‘lvkn"'PnH)>7

ou A - B est la concaténation des vecteurs A et B.

(2) Quelle relation simple relie k,,, k,.; et P, ;7 On rappelle qu'une somme de deux
variables de Poisson indépendantes de parametres respectifs A et p suit une loi de
Poisson de parametre A + p. Pour tout entier n > 1, donner la loi du numéro k,, du
dernier individu qui a rejoint la file (c’est-a-dire, donner une formule pour Plk,, = kJ).

(3) Construire une fonction F : M x (N)™" x N — 9 telle que, pour tout entier n > 0,

(MnJrl? knJrl) = F(<Mn7 kn>7 (Gn+1,m>m217 P’n+1)'

Montrer que (M,,, k,,),en €st une chaine de Markov a valeurs dans 9.

Si M, = ((mq,ty),...,(m,,t,.)), onnote T,, = (¢, ..., t,) le vecteur formé seulement des temps
restants, et X,, = r le nombre d’éléments de M,,, c’est-a-dire le nombre d’individus dans la file

d’attente au temps n.

2. LA FAMILLE DES TEMPS RESTANTS

On note T = Urzo N" I’ensemble des suites finies d’entiers positifs; c’est un ensemble dé-
nombrable, et pour tout n > 0, T,, prend ses valeurs dans . Si 7 = (¢4, ...,t,.) € T, on note
7| = r la longueur de ce vecteur, et ¢(7) = card({j € [1,7] |t; > 1}).

(1) Ecrire une formule reliant [T, |, #(T},), et P, ;.

(2) SiT, =0 et T, ; =T, expliquer comment calculer les ¢(o) premieres valeurs de 7 a
partir de 0. Dans ce qui suit, on note o < 7 si les premieres valeurs de 7 peuvent étre
calculées de cette fagon, et on dira alors que 7 est compatible avec o.

(3) On pose # = T x N. Construire une fonction H : & x (N)N' x N — 4 telle que, pour
tout entier n > 0,

(Tn—i-l? kn+l) = H((Tnv kn)? (Gn+l,m>m217 Pn+1)'

Que peut-on en déduire concernant la suite (7),, k,, ) pen ?

(4) On souhaite montrer que (7)), est une chaine de Markov & valeurs dans ¥. Si
[a,a+b] est un intervalle d’entiers, on note G, 4 a15) = (Grar Groas1s - Grato)
la partie de la suite (G, ,,,),,>1 correspondant a U'intervalle [a,a + b]. Remarquons que

la loi d'un vecteur G, 1441 445 D€ dépend pas de a. Introduisons les deux fonctions :
pilo,m) €T |7[— (o) € N
et
yi| [N x[0,r] > T

r>0
(t1yeees )8 (Epgity oo s by)

Autrement dit, vy(7,s) est constitué des s dernieres valeurs du vecteur 7. Montrer

)/ ) .
qu’étant donnés 74, ..., 7, dans T avec 7, < Ty, ..., T,,_1 < T, Si

b1 = p(®7T1)7 by = p(TlvTQ)a vy Pp = p<7—n7177-n)



et k; =p, + -+ p; pour i € [1,n], alors on a
PIT, = 7y T, = 7,
= [P[Pl = p17 7Pn = pn, le[[laklﬂ = ’}/(Tl,pl), ceey G”’[[kn—1+1;kn]] — V(Tn,pn)]'

(5) En déduire que (7),),,cn est une chaine de Markov a valeurs dans ¥, de matrice de
transition

Q(J,T) = 1(0%7’) [P[Pl = P(U,T) et Gl,ﬂl,Pﬂ] = V(Tap<0->7—)>]'

3. LA CHAINE DE MARKOV DES TAILLES DE LA FILE D’ATTENTE

Si (zq,...,2,) est un vecteur d’entiers positifs, on note
L(n,(zq,...,z,)) =P[X; =2¢,...., X,, = z,]
C’est donc la loi du vecteur aléatoire (X, ..., X,,) € N*. Si 7 = (t1,...,t,) € N" est un vecteur

fixé, le début de cette section s’intéresse au calcul de :
qn<{131, “ee ,33”_1,7“, T) — [P[Xl — l‘l, cee 7X’I’L—1 — $n_1, XTL = T‘, TTL — (t17 “es 7tT)]7

(1) Sin =1, relier Ty a P; et a la suite (G4 ,,),,>1- En déduire la valeur de L(1, (1)), et
montrer que :

q1(r,7) = L(L, (1)) p" (1 — p)s ™",
(2) On suppose établie la formule

qn(xla ey Ty 1,1, ’7') = L(n7 (‘F’CD ey X1, ,’,,)>p'r(1 —p)t1+"'+t'r'

En décomposant la probabilité g, selon les valeurs possibles o de T,,, et en utilisant
le fait que (7},),,cn €st une chaine de Markov, montrer que :

qn+1('r17 vy Ty Ty 7—)
min(z,,,r) - ef)\ AT
=| > L, emy) | T Pt (1—p) =S | M1 —p)
5—0 s (r—s)!
Indication : I'incide s correspond au nombre de coordonnées de o plus grandes que 1.
(3) Montrer que pour tout n > 1 et tout vecteur (zy,..., 2, 1,7) € N, on a :
> @y w7 (b t) = Ln, (24,0, 2,).
(tla---at'r)GNT

Déduire ensuite de la question précédente :
e une formule exprimant L(n + 1, (zy,...,x,,r)) en fonction de L(n, (xy,...,x,)).

e le fait que q,, 1 (T1, .., 2,7, 7) = L(n+ 1, (24, ..., 2, 7)) p" (1 — p)irttie,

(4) Montrer que (X,,),,cn est une chaine de Markov sur N de matrice de transition

minigr) [ A s
P _ a=s(1 _p)S— 2
(g,7) ZO (8> P ) T

Vérifier qu'on a bien ) °2  P(q,7) = 1 pour tout entier ¢ € N.
(5) Montrer que la chaine (X,,),,c est irréductible sur N.

(6) Trouver I'unique parametre v tel que la loi de Poisson m = Poi(v) soit une mesure
invariante pour la matrice de transition P, c’est-a-dire telle que 7P = 7.






I.1 Pour tout entier » > 0, N” est un ensemble dénombrable, et pour tout entier k > 1,
I'ensemble B, ([1,k]) des parties {m; < m, < -+ < m,} de taille r de [1,k] est
fini, donc dénombrable. On a par définition une bijection entre 901 et l'union disjointe
Uizt 20 Br([1,£]) x N, donc 9 est une union disjointe de produits d’ensembles
dénombrables, donc est dénombrable.

12 Onak,  =k,+ P, . Parconséquent, k, = P, +---+ P, est la somme de n variables
de Poisson indépendantes de parametre A, donc k, ~ P01(n)\) Ainsi,

o (n\)k
k!
pour tout k > 0.

[.3 Par construction, si
F:mx (NN xN—M
(M, E), (9 )mz1,0 = (M7 (k41,95 10), 0 (B + D Gryp)) K+ 0),s
alors (M, 1, k1) = (( M, k,), (Gn+1,m)m217pn+1>‘
(G

Ainsi, si &, = ((Gpm)ms1, P) € € = (NN x N, alors
(Mn—i-la kn+1> = F((Mna kn) £n+1>

avec F': M x € — M, et les variables ¢, indépendantes et de méme loi. Comme
(My,ky) = (0,0) est une constante, (M, k,) est indépendant des variables de la
suite (&,,),,>1- Les hypotheses du théoreme de représentation sont donc réunies, et
(M,,, k,,),cn est une chaine de Markov & valeurs dans 1.

II.1 Le vecteur T}, ; est constitué des ¢(7,,) coordonnées de T, plus grandes que 1 (toutes
diminuées d’une unité), suivies de P, nouvelles coordonnees suivant des lois géomé-
triques. On a donc :

| +1| - (Tn>+Pn+1

I1.2 Les ¢(o) premieres coordonnées de 7 sont les coordonnées de o plus grandes que 1,
toutes diminuées d’une unité. Autrement dit, avec des notations similaires a celles de
la premieére section, 7 = ¢* - (nouvelles coordonnées).

I1.3 Si
H:8x (NN x N —
(0,k)s () m=1>P = (0" (Gt1s s Gp)s k + D)
alors (T, 11, k1) = H((T,,, k), (Groi1 ) m>1> Ppy1)- Comme dans la question 1.3, ceci

n»'’n
implique que (7,,, k,,) ) €st une chaine de Markov a valeurs dans 4.

1.4 A chaque étape i, si T, | = 7;,_, et T, = 7;, alors
(Tisk;) = H((T;21, k1), (Gi,m>m217 P) = (7'1-*_1 ‘ Gi,[[ki,1+1,ki,1+Pi]]» kiog+ P
Par hypothese, 7;_; < 7;, donc la condition sur le vecteur 7; se réécrit :
v(7;, P;) = Gi,[[ki,lﬂ,ki,ﬁpi]]-
Par ailleurs, il faut que P; soit le nombre de nouvelles coordonnées dans 7, donc que

P, =|T;| —o(T,_,) = ,0(7'Z 1,7;) par la question II.1. Ainsi, T} = 7y,...,T,, = 7, si et
seulement si

P, =p; v(1,p;) = Gz‘,[[ki_1+1,ki_1+pi]]



pour tout i € [1,n].

IL5 Comme P, et (G, ,,),>1 sont indépendants des valeurs précédentes Py,..., P, ; et
(G1m)ms15 5 (Gt ) ms>1, on a:
PITy =7,....,T, =T1,]
=P[Ty=m7,..,T, ; =7, 1] P[P, =Dp,, et Gk, 41k, 4p] = V(s P
=Py =1,....,T, 1 =7,4]P[P, =p, et Gn,[[l,pn]] = Y(7T, Pn)];
en utilisant a la seconde ligne I'invariance de la loi du vecteur G,, 441 q+p, ] PAr transla-

tion par a. Cette relation est vraie si 7,,_; est compatible avec 7,,, et sinon, la probabilité
vaut 0. Par récurrence, on obtient donc :

[P[Tl = 7—17 7Tn = Tn] - Q(®7Tl> Q(TTLfl?Tn)
avec
Q(Uv T) = [P[Pl - p(U,T) et Gl,[[l,p(a,f)ﬂ = 7(77p(07 7-))]

si o < 7, et 0 sinon. C’est la formule pour la loi d'une chaine de Markov de matrice )
sur €.

IIL1 On a Ty = Gy py p,j : 1 est constitué d’'un nombre aléatoire de coordonnées indépen-
dantes suivant des lois géométriques, ce nombre suivant une loi de Poisson de parametre
A. Ainsi,
AT
e A
L(la (T» = [P[Pl = T] = P

et
q(r,7) = Q(),7) = P[P, =ret Gl,[[l,r] = 7]

= L(1,(r)) H [P[Gl’j = tj] = L(1,(r) p"(1 —p)t1+"'+tr.

1.2 Si 7 = (ty,...,t,) = T, 4, alors il existe un indice s € [0,7] tel que Ty = (¢, ...,t,).
Ceci veut dire que le vecteur T,, = o est constitué des coordonnées (t; +1,...,t, + 1),

plus z,, — s coordonnées 0 intercalées parmi ces valeurs. Si s est fixé, alors il y a (*"
S
possibilités pour o, et par I’hypothese de récurrence, si o est fixé, alors

PIX, = @1, s X,y = 2, Ty = 0] = L, (@1, ,)) 7 (1= p)'r e,

Notons que I'événement {X; = z4,..., X, =z, T,, = o} ne dépend que de T}, ..., T,,.

Par conséquent,
I]D[Xl - w17 oes 7XTL
=PX,=2,...X,,=2,, T, =0]Q(c,7)
—A \T—S8
lp,’n_s (1 — p)ts+1+"'+t,,,.
(r—s)!

En sommant sur s et sur les possibilités pour o, on conclut que

[P[Xl — :C]_, s 7XTL =X

n

=z, T,=0,T, =1

=PX, =2y,....X,, =2,, T, =0

n

no Xn+1 =T, Tn+1 = T]

min(z,,,r) . e_)\ =
= > ) B () T e (L py

gy s (r—s)!

C’est la formule recherchée a factorisation par p"(1 — p)t1+'“+t

r pres.



III.3 On a

G (Xyy ey, _q,7, (L, .0 t,)

(t15t,)ENT
=PX,=2,....X,,1=2,_1, X,, =7 =L(n, (1, ..., Tp_1,7))-

n=rT, =(ty,...,t,)]

En effet, faire la somme sur les vecteurs (¢, ..., t,.) revient a faire faire la somme sur les
toutes les possibilités pour T, X, = r étant fixé. Par conséquent,

Lin+1,(zq, .., Ty 1,2,,7))
= Z qn+1(x17 ,ZI?,n,T‘,T)

TENT
min :cn,r f)\ A8 . .
= n, (21,00, m,)) e pT T (L=p)* | | D pT(1 =)t
S:O (T - S) TENT
min(z,,,r) _)\ res
z, A
= ) L(n, (xl,...,xn))—p W5 (1 —p)°.
s=0 S (T - S>
Cette formule étant établie, on reconnait alors que :
QTL+1('I17 vy Ly Ty T) = L(” + ]-7 (xlv sy Ly T))pr(l - p)t1+...+tT'
Par induction sur n, q,(zy,...,z, 1,7, 7) = L(n,(xy,...,x, {,7))p" (1 — p)rt Tt
conditionnellement & la valeur de (X,..., X)), les coordonnées de T, suivent X, lois

géométriques indépendantes de parametre p.
I11.4 D’apres la question précédente,

Lin+1,(xqy,...,2,,_1,q9,7)) = L(n, (2, ...,2,_1,9)) Plq,r).

Notons que P(0,7) = e

= L(1,(r)). Par induction sur n, on a donc :
PIX, =z,...,X,, =z,] = P(0,z,) P(zy,25) - P(z,_1,2,)-

Ceci prouve que (X,,),cn €st une chaine de Markov d’état initial O et de matrice P.
Cette matrice est bien stochastique :

S Pla.) ZZ() —p>se(:_—”;;

reN s=0 r>s

£ (o

en utilisant d’abord une loi de Poisson pour réduire la somme sur r, puis une loi bino-
miale pour réduire la somme sur s.

II1.5 Remarquons que P(q,r) > 0 pour tout g, r entier, car la somme définissant P(q,r) est
plus grande que son terme s = 0, qui est

—)\ b
7l

p? > 0.

Ceci implique immédiatement que la chaine est irréductible, et apériodique car P(q, q) >
0 pour tout g € N.



I11.6 Si m = Poi(v), alors

(P Z”—!
q=0

oo — ))\rs
ZZ s'q—s (r—s)!
=04
i ))\rs
s'r—s
N

7!

Ceci vaut m(r) si et seulement si v = (1 —p)v + A, c’est-a-dire si et seulement si v = %
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